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Lucrarea de fatid isi propune si prezinte o abordare mai generalit a condiliilor
Ia limitd cu aplicatie ]a cazul complex al palei neuniforme si torsionate, cu unghi
de pas diferit de zero. In acest fel, atit palele de elicopter, cit si cele de elice
pot 1i rezolvate in mod unitar.

In procesul de analizi aeroelastici a palelor de elicopter, determi-
narea frecventelor si modurilor proprii de vibratie ocupid un loc impor-
tant. Aceste caracteristici, proprii fiecdrei pale, constituie clementele
de bazd ale unei analize acroelastice care foloseste reprezentarea modald
ca mijloc de abordare. In cazul palelor de elice si de elicopter dificultatea
problemei aflirii frecventelor si modurilor proprii este amplificatii de
faptul eit, datoriti prezentei cimpului centrifugal, complexitatea ecuatiilor
diferentiale este atit de mare incit ele nu au solutii analitice nici micar
pentru o pald cu geometrie simpli, cum este de exemplu pala uniformi,
pentru care, in cazul stationar, existd cunoscutele solutii  Krilov Timo-
shenko exprimate in functie de sinusuri gi cosinusuri hiperbolice si trigo-
nometrice.

De aceea, giisirea unor metode cit mai eficiente de rezolvare a acestor
ecuatii constituie si in prezent o preocupare continui a cercetirilor in
domeniu, pind in prezent fiind propuse diverse metode aproximative
(variationale, modale, element finit, integrarea numerici ete. [17).

Intr-o comunicare anterioari [2] autorul a prezentat o metodd ori-
ginald de rezolvare a acestor ecuatii bazati pe o abordare semianalitici
care permite programarea directi pe calculator si obtinerea rezultatelor
cu mare precizie (limitatii practic doar de precizia masinii de calcul folo-
site). Utilizind dezvoltarea solutiei in serii de puteri, autorul a definit
patru functii proprii vibratiilor palelor in rotatie, functii ce joaci acelasi
rol cu funetiile Krilov/Timoshenko pentru studiile vibratiilor grinzilor
-stationare. '

In formularea ei originald, metoda semianalitici mentionatd mai
sus — ca si programul de calcul aferent — era folositd pentru aflarea
frecventelor si modurilor proprii [3] ale unei pale neuniforme in rotatie
avind unghi de pas zero si conditii la limitd tip ,,incastrat” in butucul
de prindere.

Intr-o lucrare ulterioarsi [6] autorul a extins metoda si la pala de
elicopter cu conditii la limitd tip ,,articulat™ in butue, cu si firii excentri-
citate de prindere.
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Rezultatele teoretice expuse in lucrarea de fatdi sint implementate
pe calculator sub forma unor pachete de programe introduse in biblio-

teca SICPAC a institutului. Aceste programe sint supuse unei continue
actualiziri.

MODELUL MATEMATIC

Se considerd ecuatiile generale de miscare ale unui element infinite-
zimal de pali in rotatie (fig. 1) avind proprietitile uniforme pe portiuni
[3], in ipoteza apliciirii coreciiilor Timoshenko de forféecare si inertie
rotationald :

T — mé + 2 m Q¢ cos 6 — wsin 0) + mQ2u = — mQx,
EI, v — (Tv') + mK2(— v, -+ Q2v," + 2Qe’sinb) 4+ m ¥ 4
+ 2 m Qu cosd — mQ2cos B(vecos 6 —wsin 0) =0,
EI, wy"” — (Tw') + mK2( — w, + Q%>w,” +2Q¢" cos0) + (1)
+ mib — 2 mQu sin 6 -4 mQ2sin 0 (v cos 8 — w sin 0) = 0,

GJ" + K5(T9') — mK*$ + 2mQ (K3 o] sin 6 + K 0] cos 6) —

— mQ(K:— K2)ocos 20 — — _; Q2 (K2 — K2)sin 28,

x

’J>ﬂ 7 | \r,-r S
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unde cu b s-a indexat componenta de incovoiere a deplasirilor laterale
v §i w.

Neglijind ca de obicei efectele secundare (vibratia axiald pe directia
u, efectele Coriolis ete.) rezultd cd, in prima aproximatie, forta centrifugd
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nu depinde de migcarea de vibratie si de aceea se poate obtine prin integra-
rea directd sub forma
R
T(x) = Q* S mx dz.

Pe

Pentru simplificarea exprimirii vom folosi ipoteza vibratiilor armo-
nice $i vom introduce parametrii adimensionali din tabelul 1 pe care ii
inlocuim in ecuatiile (1) pentru a obtine :

" — o, (V) — (A, + a, cO820)v + e (Ao + @) 0, + (o, 8in0 cosB)w = 0,

(2a)
W' — a(7W") — (A + &, SIN? 0) w0 + (X 4+ @) w0, + (e, 800 cosf) v =0,
(2b)
P+ deua (T9) 4 (he 1) @ — (g tyy €OS 20) @ = 0. (2¢)

Mentiondm c termenul liber §i constant din partea stingd a -ecuatiei
torsiunii & fost omis deoarece nu aduce contributii la solutia vibratorie.
Deplasiirile ¢, w §i ¢ au rdmas in formi dimensionali pentru a facilita sa-
tisfacerea conditiilor la limit#.

Tabelul 1

Parametrii adimensionali

Baleiaj Bitaie Torsiune
] mli)? mli32 mlt0)?
Vitezd de rotatie Oy = —1-}: oy == EI,,: ap == ‘ET
] ) mlten? , mlte? mlie?
Pulsatiz Ty == Ny == hp = e
atia UL Y Ele ® GJ
m e —

. E L4 = K 13’ = -1
Inerie Ry = kf‘/l“, Haw = ka%/[2 . Mvai—- P:!L—' S:' "
Flexibilitate la S o ET, S BTy
forfecare * T Gk AR " Gk AR
Coordonata si  forti g ¥ rEs o .
axiali == v(§) = T(x)/m Q31

Din examinarea ecuatiilor (2) rezulti ci vibratia de torsiune (2e)
este independentd (decuplati) de cea de incovoiere (2a), (2b) gi de aceea
poate fi consideratd separat {3]. De aceea in continuare ne vom focaliza
atentia numai asupra vibratiilor de incovoiere descrise de ecuatiile (2a)
st (2b).

Se observil edl termenii de cuplaj intre vibratiile de incovoiere (bale-
iaj gi bitaie) sint proportionali cu produsul 8in® cos0 (termenii gubliniati).
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In pozitiile extreme ale palei (6 = 0° i 6 = 90°) cuplajul intre vibratia
de baleiaj si cea de bitaie este nul, iar in pozitiile intermediare 0° <6 <
< 90° el ia o valoare ce nu depiseste 0,5.

Pentru a putea rezolva ecuatiile de vibratii cuplate la 6 # 0 cu
ajutorul metodelor si programelor de calcul dezvoltate anterior [3] pentru
vibratii decuplate la 6 = 0, vom apela in continuare la reprezentarea palei
torsionate printr-un numir de segmente drepte avind intre ele discontinui-
tate de unghi de pas corespunziatoare torsiunii inecrementale (fig. 2). Seg-
mentele au proprietiiti diferite, astfel incit cu aceastd metodd se modeleazs-
si neuniformitatea palei.

Zz ! "\'\ v
{ A »o -
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([]?}/"Fl > (Elb}
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Fig. 2

Reamintind ci deplasidrile v si w sint definite in lungul axelor prin-
cipale de inertie locale, rezultd cd, de la un segment la altul, deplasdrile
v si w se transformil prin rotire si se amalgameazii, corectindu-se astfel,
de fiecare datii, efectul torsiunii local neglijate. Pe aceste considerente
apreciem de asemenea ci putem neglija termenii de cuplaj (sin 6 cos0)
din ecuatiile (2a) si (2b). In acest fel ecuatiile (2a) si (2b) sc pot rezolva
direct cu metodele gi programele de calcul deja dezvoltate pentru vibratiile
independente de baleiaj si de bitaie.

METODA DE REZOLVARE A ECUATIILOR DIFERENTIALE

Conform argumentatiei prezentate anterior considerim spre re-
zolvare sistemul :

""" — (7)Y — (A, + x,co820)v =0, (3a)
W' — ay (TW) — (A + a,sin? 0w =0, (3b)

in care, in scopul usuririi expunerii si fird a pierde din generalitatea me-

todei, am neglijat deocamdatd corectiile Timoshenko (v, =~ v, w, =

z@U, _[qu = Hw': 0)- . . ) . . .o
Aplicind metoda semianalitici [3] considerdm solutia de forma
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Prin inlocuirea lui (4) in (3a), respectiv (3b), se obtin formulele de
recurenti pentru fiecare tip de vibratie in parte rezultind si functiile de

vibratie Fy(£), j =1, 2, 3, 4, astfel ci

o(8) = C{Fi(2) + CiF3(B) + G3F3(5) + C4F; (%),
w(d) = OYFY{ &) 4 CLFY(2) + G5 FY (2) + C7FY (),

cu mentiunea ci la stabilirea functiilor F} si F¥ se iau parametrii indexati
cut v, respectiv w.

Constantele €7, Oy nu sint independente unele de altele, eci trebuie
luate in ansamblu astfel incit conditiile la limiti sint satisBicute in
mod cuplat.

Detalii asupra formulelor de recurenti si modului de construire
a functiilor F; (£) au fost date anterior [1] si de aceea nu vor mai fi repe-
tate aici.

FOLOSIREA MATRICELOR DE TRANSFER PEXTRU PALE
NEUNIFORME SI TORSIONATE

S-a ardtat intr-o luerare anterioari [3] cii, pentru aplicarea metodei
semianalitice la studiul palelor neuniforme, se poate face apel la metoda
matricelor de transfer aplicatd la o reprezentare segmentati a palei reale.
Ecuatiile diferentiale se rezolvit astfel exact pe parcursul fiecirui segment,
conditiile de capit (bilocale) transmitindu-se de la un segment la altul
prin continuitatea vectorului de stare,

o
z =11 5
{.f} )

unde d este vectorul deplasdrilor generalizate, iar f cel al fortelor genera-
lizate. In cazul de fatd, cind considerfim miscarea cuplati de baleiaj —
bitaie a unei pale torsionate, mirimea vectorului Z se dubleazi fatd,
de cazul miseiirilor independente [3] astfel ¢

ZT = {v,w, v, w', M,, M,,8,8,} (6)
in interiorul segmentului indice ¢, vectorul de stare se exprimi
sub forma
Zi(&) = Bi(&) ¢, (7)
unde B3, (£) este o matrice ce contine functiile £ i F? j=1,...,4 si

derivatele acestora (tabelul 2), iar ¢, este vectorul constantelor (0} si
(C}),j = 1,...,4 specifice fiecciirui segment 7 in parte :

G = {Of’ /‘ga ;, 027 1y O, O:lxny C’X}T' (8)

Rezultd cd, fiind dat vectorul ¢, al constantelor specifice segmen-
tului ¢, putem calcula vectorul de stare Z,(£) pentru orice punct al seg-
mentului dind lui £ valori in intervalul [0, 1] i evaluind matricea B (&)
iar apoi pe Z(&) folosind (7).

?
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) in particular, pentru g == 0, putem evalua pe By(0) in mod analitic
si .putem rezolva apoi sistemul liniar

B, (0) ¢, = Z; (0) (9)

‘pentru a afla vectorul ¢; al constantelor in functie de valoarea Z(0) a
vectorului de stare la inceputul segmentului astfel ¢4

¢; = By (0) Z; (0) (10)
..31 deci

Zi(8) = B.(§) Bi'(0) Z:(0). (11)

Pentru primul segment (i = 1) valoarea vectorului de stare la £ = 0
‘rezultii direct din conditiile la limitd, iar pentru urmitoarele segmente
aceastd valoare rezultd prin transfer din segmentul precedent.

In acest sens se presupune o reuniune de » segmente (¢ =1,..., %)
avind m = n + 1 interfete (n — 1 intre segmente si 2 la capete). La
fiecare interfatd se efectueazd o rotatie de unghi A6, (1 =1,...,m + 1).

Conditiile la limitd bilocale la «.= r, §i @ = R sint impuse prin
intermediul vectorilor de stare extremali Z, si, respectiv, Z,. Transferul
peste o interfatidi de rotatii AQ. se face cu:.matricea T(A0H;) datd de

unde ¢ = cos (Ab, s = sin (A 6;).

Punind £ =1 in (11), obtinem relatia de transfer peste intreg
segmentul 1 :

Z,(1) = Bi(1) B7' (0) Z; (0), (13)
in timp ce transferul de la un segment la urméitorul il facem cu formula
Zip (0) = Ty Z(1). (14)
Apoi prin recurentd, scriem :
i—1
Z08)=1(2) B O T Thes B, () 570)] 201 (15)
=1 :

Formula (15) ne permite si scriem vectorul de stare in orice punct
in lungul palei cu conditia cunoagterii vectorului de stare la bazi.
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APLICAREA CONDITIILOR BILOCALE

Avind in vedere ci sistemul de ecuatii diferentiale (3) este de ordinul
8 rezultd cd la extremititile palei se impun in total 8 conditii la limitd.
Considerind caracterul bilocal al conditiilor la limitd rezultd ci, in prin-
cipiu, nici unul din cei 2 vectori de stare extremali Z, si Zj; nu sint com-
plet definiti, acest aspect filnd o dificultate in plus in rezolvarea problemei.

Remareind c¢fi, din cele 16 elemente continute in total in vectorii
Zy s Zyp, 8 sint cunoscute prin intermediul conditiilor bilocale, rezulti
ci alte 8 elemente sint necunoscute urmind a fi determinate prin rezol-
varea problemei. Grupind elementele necunoscute intr-un vector o,
vom putea exprima apoi vectorii de stare la capete folosind vectorul
necunoseut o si conditiile la limitd sub forma

Zy=Ago; Zp=Ap 0. (16}
Exemplu 1. Pal@ articulatd avind conditiile la limitd date de
T = rg, ¥y = Wy = Myp= M. =0,

R X = R, J’IUR = ‘MWR = IS’T‘R — SwR = 0 .
Atunci

[ v, [0 0 0 0 0 0 0 0 v
w, 0 00 0 00 00 w,
vy 10 0 000 0 0 S,

Z, =] " _ 01 00 0 0 0 0 Sw,
M, 0 0000 0 00 O ’
M., 00 0 0 0 0 0 0 wy,

Se, 0 01 0 0 0 00 Th
S, ] 0001 0 0 0 0 | | w
17y
[ v, [0 0 0 01 0 0 0 v,
Wy 0 0 0 001 00 w,
o 00 0000 1 0 S,

. wh 00 0 0 0 0 01 S,
AL Mo, } T 0 0 000 0 0 0 o |’
M., 0 0 00 0 0 00 Wy
Sep 0 000 00 00 v
Ser | 0 0 0 0 0 0 0 0 wh

adic

I oy NN g oI AT
G = Ty Woy S,y Swyy Cry Wry Try WrY

iar A, si- A, asa cum rezulti din (17).
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STABILIREA ECUATIEI FRECVENTELOR

Procedind in eontinuare la aplicarea metodei matricelor de transfer
geriem, la capetele palei, :

_ Z(0) = T1Zy5 Zp = Ty Zn (1) (18)
si atuneci
| Zy =D %, | (19)
unde, folosind (13) ¢ (18), avem
D =T, (II B, (1) B7(0) T,-). (20)
i=1 :
fnloeuind (16) in (19), obtinem ecuatia necunoscutelor :
Aze = DAyo, (21)
care se poate rescrie sub forma sistemului cmogen :
| D* (0)s = 0, | (22
unde .
D* (0) = D (0) Ay — Ay (23)

este o matrice ce depinde doar de frecventa de vibratie si de conditiile
la limita.

onform procedurii obignuite, sistemul (22) admite soluti ¢ % 0
numai daecd determinantul sdu este nul, si de aceea putem stabili ecuatia
frecventelor sub forma '

[D* (@) = 0. (24)

Ecuatia (24) este neliniard in o §i se rezolvd numeric cu ajutorul
unor programe de calcul specializate [6], rezultatul fiind frecventele
proprii e, k= 1,2,...N, ale palei considerate, la o turatie Q presta-
bilitd si la un unghi de pas 6, dat.

In cazul cind se doreste studicrea parametricii a variatiei frecven-
telor proprii cu turatia, la diferite unghiuri de pas, procedura de mai sus
se va repeta corespunzitor, obtinindu-se cite un set de frecvente g
-pentiu fiecare combinatie (Q, €,).

CALCULUL MODURILOR PROPRII

Pentru fiecare frecventit proprie oy, care anuleazii determinantul
sistemului (23) (LD*(wi) ] = 0) existd o solutie nenuld o, a acestui sis-
tem, solutie ce reprezintid vectorul propriu al sistemului. Acesta poate
fi folosit la reconstituirea modului propriu de vibratie al palei la freeven-
pa» Wy.

Avind in vedere ci sistemul (23) rimine totusi cu un grad de ne-
determinare chiar si pentru o=y, rezultd ¢i numai 7 din cele 8 compo-
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nente ale vectorului o, pot fi calculate in mod unic. In practicd, noi punem

de obicei wy = 1 apoi rezolvim sistemul redus aflind astfel restul de 7
necunoscute. :

In acest scop se construieste matricea D** prin permutarea in ter-
menul liber a coloanei corespunzitoare necunoscutei fixate (o; = wg = 1)
§i apoi eliminarea uneia din cele 8 linii cu 7 coloane rimase in partea
stingd (se va avea in vedere insi ca termenul liber rimas si fie in conti-
nuare nenul). Sistemul redus astfel obtinut, de ordinul 7 X7, este rezolvat
aflindu-se astfel vectorul necunoscutelor

£k _ f T 95
GTT = {01902)0504,05:07: 08§ 3 (25)

O eficien{li sporiti se obfine remarcind ci numai necunoscutele
de la baza palei sint necesare pentru construirea modului proprin gi de
aceea, in practicd, partitionim

s** = (gt ok} (26)
a1 apoi rezolviim sistemul gi mai redus (4 4) dat de ecuatia :
D’;? 60 = b. . (27)

Acest lucru va fi ilustrat in exemple.

Dupi aflarea necunoscutelor de la baza palei continute in vectorul
6, se trece la formarea vectorului Z, si apoi la evaluarea formei modale
prin calculul vectorului de stare Z;(£) intr-un numir de puncte plasate
echidistant in cadrul fiecfirui segment. In acest scop se foloseste formula
(15), unde Z(0) =T, Z,.

Vectorul de stare astfel calculat este stocat impreund cu valoarea
corespunzitoare a lui x, in vectorul formei modale, aum.. Dupd termi-
narea calculului in toate punctele alese, vectorul a,.. este compactat
pentru eliminarea eventualelor puncte duble si apoi este reprezentat

grafic la plotter.

De remarcat cii vectorul propriu stocat in @mee este calculat in
raport cu coordonatele locale (axele principale) ale fiecdrui segment,
Acestea diferd de la segment la segment datoritd torsiunii palei. In
anumite situatii prezintd interes si calculul formei modale raportatd la
triedrul rotorie, respectiv la planul de rotatie si la normala la aceasta, Oz.
In acest caz se calculeazii vectorul de stare raportat la triedrul global
prin aplicarea rotatiei inverse : '

Zz(&) = T(~— 0)Zi(%), (28)
unde Zi(£) este vectorul de stare in triedrul global. Valorile lui Z,(2) sint

stocate in modul propriu in coordonate globale, gme., $i apoi procesate
ca i cele din Qumga,.
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€AZUL PALElI ARTICULATE

Pentru exemplificarea metodei vom considera mai intii cazul palei
articulate avind eonditiile la limitd :

& =Ty Vg = Wy = M, = M, =0,
(29)
X == R, MEB = JMwB = Svn = Swn = ‘0,

pentru care matricele 4, si A, au fost redate in (17).
Aplicind conditiile la limitd asupra matricei produs D, se obtine
sisternul omogen :

[Dis Du Dy Dy — 1 | [0 ]
Dy Dy, Dy D, —1 g, 0
Dy Dy Dy, Dy —1 oy 0
Dy Dy Dy, DAsé : 1 %4 0
____________ RN [ | . 30
Dyy; Dy Dy Dy Os 0 (39)
Dgg Dy Dy Dy o X 0
Dy D, Dy D 97 0
| Ds3 Dy Dy Dy 4 L 93 < L 0
adied :
D¥ (w)o =10, (31)

unde Dy sint elemente ale matricei D,
Se observi cd matricea D*(w) are o expresie aparte permitind pazititio-
narea sistemului sub forma :

{D&,co— or = 0,

Do, = 0.

(32}

Rezultd ci ccuatia frecventelor [D*(©)] =0 avind un determinant in
principiu de 8 X 8, se reduce de fapt la un determinant de 4 x4 :
[DR(w) | = 9, (33)
unde
-'D 53 D 54 D 57 D 58—
D 63 D64 D67 D 48
D 73 D 74 D 7 D 78
’ Dgs Dy, Dy Dy

i (o) = ' (34)

Prin rezolvarea ecuatiei frecventelor se obtin valorile Proprii c,
E=1,2...



32 : V. GIURGIUTIU, P. KALMUTCHI 12

Pentru fiecare valoare o, se calculeazi vectorii proprii punind
og = 1 §i rezolvind, in principiu, sistemul liniar (7 X 7):

Dy Dy Dy, ElS‘E —1 ' o] ey ] [ 0]
Dy Dy Dy, Dss% f‘l Gy 0
Diy Dy Diz Dy -t %
U S el I P Il B o BP0
Dgzs Doy Dy Des 9s 0
| Doz Dy Doy 1)78; ‘ v y G7 0 v
| Dys Doy Dy Dy . . Og 1 “

Se observi din nou ci gradul sistemului ce trebuie rezolvat efectiv
pentru aflarea necunoscutelor la baza palei 6, = {0y, 03, 63, o4}7 este de
numai 4 x4, respectiv:

DEfog =10, : (36)
unde
Ds3 Dy, Dy Dy 0
s D D D D 0
prx | Ves 64 o7 68 b — . 37
T Dy Dy Dy Dy | 0 e
Dy Dy Dy Dy 1

CAZUL PALEI INCASTRATE
Al doilea exemplu considerat-este cel al palei incastrate avind con-
ditiile la limita :
X om= Ty Vg = Wy = Vg = Wy == 0,
=R, My = Mep = Sep = Serg = 0.
Vectorul necunoscutelor o se alege sub forma :
6 = { My, M, Svyy Suyy Vny Wry Vg, WeiT.

Matricele 4, si A corespunzitoare sint date de relatiile :

T v, | C 0 0 0 05:0 0 0 0} [ M, ]
1, 0 6 0 00 0 0 0 M,,
- 0 0 0 00 0 0 0 S,
Zo—| w | |i0 0 0 00 000l ] Se | 4y,
M., 1 0 0 00 0 0 0 o0
My, 0 1 0 00 0 0 0 Wy
S, L oo 1 0o o 0 0 O
| S, 0 0 0 10 0 0 0 {w,’c
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"o 1] [0 0 0 0:1 0 0 O] [ M, |
W 0 00 0i0 10 0 M.,
A 000 0i0 01 0 S,
o= | O | <000 01000 1 Be ]l gpe
Mop 0 0 0 00 0 0 0 g
Moy, 00 0 0iv 000 wr
Sog 0 00 0:0 0 0 O vy
| 8wz ] 10 0 0 0i0 0 0 of L wr |
Drept urmare matricea D* = DA, — Ag ia forma :
-D15 D16 D17 Dmi._l 0 0 0]
Dzs Dzs Dzv Dzs‘é 0 —1 0 0
Dss Dss D37 Das: 0 0 —1 0
Dt — Dy Dy Dy, D48‘§ 0 0 0 —1
Dy Dy Dy D! O 0 0 0
Dg; Des Dgz Dgg i O 0 0 0
D75 D76 D77 D78 i 0 0 0 O
| Dg; Dgg Dg; Dgg i O 0 0 0]

si deci

Pentru calculul modurilor proprii se folosesc matricele :

e o o

< MM <4 < 4P

Dy; Dy Dy, Dy
;r — Dg; Dy D Deg b =
D5 Dyg Dy Dy
D25 D26 -D27 D28

Primit in redactie la 15 august 1988
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